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Clasa a IX-a

1.Pentru x, y € R cu proprietatea ca 2x + y = 10 se considera expresia:
[x +y] + [x + 2y] + - + [x + 404y]
ECay) = 404 ’
unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a . Aratati ca:
[404(x +y) — E(x,y)] = 2015.

2.Sa se determine n € N astfel incat vn2 — 89n + 2011 € N.

3.54 se determine o progresie aritmetica in care suma primilor n termeni este
egald cu3n? +4n, Vn € N.Unii termeni ai progresiei sunt pitrate perfecte. Sa
se determine o expresie generald a acestor termeni si sd se calculeze primii 6
termeni.

4.Fie patrulaterul ABCD, H, ortocentrul triunghiului ABC si H, ortocentrul
triunghiului DBC. Demonstrati ca ABCD este inscriptibil daca si numai daca
H H, |l AD.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problema se va nota cu puncte intre 1 si 10 (1 punct din oficiu)
Timp de lucru: 3 ore

SI



Solutii clasa a 1X-a:

1. Din definitia partii intregi avem:
x+y—1<[x+y]l<x+y,...x+404y — 1 < [x + 404y] < x + 404y.
Adunam membru cu membru inegalitatile de mai sus si obtinem:
404x + 202 - 405y — 404 < 404 - E(x,y) < 404x + 202 - 405y .

Atunci:—x — @ <-E(x,y)<-—x-— % + 1. Rezulta:
403y 403y
403x +T <404(x+y) — E(x,y) <403x +T+ 1
st tinand cont cd 2x + y = 10, obtinem:
2015 <404(x+y) — E(x,y) < 2016.
Din inegalitatile de mai sus, rezulta: [404(x +y) — E(x,y)] = 2015.

2. Daci Vvn? — 89n + 2011 € N = 3 keN astfel incat

JnZ —89n+2011 =k =
= n? —89n+ 2011 = k? = 4n? —4-89n + 8044 = 4k* =
(2n —89)2? +123 = 4k? = (2k —2n+ 89)(2k + 2n — 89) = 123.
Distingem urmatoarele cazuri :
Cazul | :{ 2k—-2n+89 =1

2k +2n—89 =123
= k =31si n=175;

Cazul II: { 2k +2n—89 =1
. (2k—2n+89=3

(2k — 2n+ 89 = 41
Cazul 1V: { 2k + 27 — 89 = 3
= k=11 si n =35
Deci valorile lui n cautate sunt 14, 35, 54, 75.

3.5, =220y + (n—Dr] =3n* +4n; (1)
(r—=6)n+2a;,—r—8=0,vneN. (2
Deaicirezultacar =6 si a; = 7.
Termenul general al sirului este de forma a,, = 6n + 1. Primii sase termeni ai
sirului sunt 7, 13, 19, 25, 31, 37.
Observam ca toti termenii progresiei sunt numere impare. Conditia ca unii

termeni ai progresiei sa fie patrate perfecte se scrie:
6n+ 1= 2k +1)?,deunde 3n = 2k(k +1). (3)



Cum numerele k si (k + 1) sunt prime ntre ele, relatia (3) are loc daca
k = 3p,deunden = 2p(3p + 1), sauk + 1 = 3p,
adica n = 2p(3p - 1), p=1.

Solutia problemei este decin = 2p(3p + 1),p € N*.

4.Fie 0, , 0, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC, DBC.
AH{BC si DH,BC = AH, || DH,.
Tinénd cont de aceasta, H,H, | AD & AH,H,D paralelogram AD = H,H,.
HyH, =Ty, — Ty,
H, ortocentrul triunghiului BCD atunci:
0,H, = 0,B + 0,C + 0,D (Relatia lui Sylvester),

iy = To, =15 — To, + 0 — To, + 75 —To, = T, =15 +7¢ + 75 — 27,
Analog: Ty, =75 +7¢ + 74 — 275, .
Deci, HiH, | AD & AD =75 +7¢ + 7 — 279, — (75 + 70 + 74 — 275) =
= AD - 2(7o, — 7o.) = 0, = 0; = ABCD inscriptibil.




Barem de corectare

Clasa a IX-a
Problema 1 Oficiu 1p
x+y—1<[x+y]<x+y,..,x+404y — 1 < [x + 404y] 2p
< x + 404y .
404x + 202 - 405y — 404 < 404 - E(x,y) < 2
< 404x + 202 - 405y
405 405
—x—TyS—E(x,y)<—x—Ty+1 1P
403y 403y
403x+TS404(x+y)—E(x,y)<403x+T+1 1p
2
2015<404(x + y) — E(x,y) < 2016 P
Finalizare 1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
3 keN astfel incat vn2 —89n + 2011 = k ip
4n? — 4 - 89n + 8044 = 4k? P
(2k — 2n + 89)(2k + 2n — 89) = 123 1p
Cazul | 1p
Cazul Il 1p
Cazul 111 1p
Cazul IV ip
Finalizare P
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu
1p
n ) 2p
Sh =§[2a1 + (n—1)r] =3n*+4n
(r—6n+2a,—r—8=0 1p
r=6sia =7 1p
] 1p
a, =6n+1 1p
7,13, 19, 25, 31, 37
Conditia 6n + 1 = (2k + 1) 1p
Finalizare 2p

TOTAL 10p



Oficiu 1p

Problema 4

AH,BC si DH,BC = AH, || DH, 1p

H,H,IIAD < AH,H,D paralelogram & AD = H,H,. 1p
Th, =Tg + 70 +Tp — 2Tg, 3p

HiH, IAD & 4D = 4D — 2(75, — 75.) 225’

Finalizare

TOTAL 10p



